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4.1 INTEGRALE DE FOURIER

= Des séries a I'intégrale de Fourier

= Transformation de Fourier

= Caractéristiqgues de X(w)

= Convergence de l'intégrale de Fourier
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Des séries a I'intégrale de Fourier

Tt

’\/\ Notation 27
D W = N—
| ~ L "

i E To

< >, . 1 2 , .

: To ! x(t) = E cpelnt = E (170/110 z(t)e 7«nt dt) - elnt
-

nez nez
o e J
x(t): signal non-périodique
To
1 Wpt1 — Wn 1 2 . .
= t) = = t —Jjwnt dt Jwnt o
T o0)=3 (57 [ w0t e o — )
Aw
Puis on fait tendre Ty — o0 [}
C(}n — W —+o0 ot 1 400 -
t) = Jwt t)e 7t dtd
Wy, — Wnp—1 = Aw — dw z(t) /_ooe 27T/oo z(t)e N

N J/
-~

X(w)

-~

RcCn
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Transformation de Fourier

+oo
X(w) = /_ 2(#)e 9t dt = Fla}(w)

| e ©t) <= X(w)
z(t) = — X(w)el*t dw = FHX 1)

— 00

m Condition suffisante d’existence

“+oo
/ lx(t)| dt = ||z||, < +o0 <& x € Ly (tres pratique)

Justification:
+oco ) +o0 )
xI=| [ awertal < [ e at= ol
— 00 —00
De méme, on peut montrer que
x€L; = X(w)continue et liril X(w)=0 (Riemann-Lebesgue)
w— o0
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Caractéristiques de X(w)

X (w) est une fonction complexe

X(w) = Rx(w) + jIx(w) eIt = cos(wt) — j sin(wt)

Si z(t) est une fonction réelle

+o0 Foo
Rx(w) = /_ x(t) cos(wt) dt Ix(w) = —/_ x(t) sin(wt) dt
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Convergence de lI'intégrale de Fourier

m Transformation de Fourier inverse
+oo
% X (@)e' dw = F-HX} () FUXME) = () ?
m Convergence de l'intégrale

En général, seulement presque partout (cf. Gibbs)
Probleme : une somme uniformément convergente de fonctions continues (sinusoides)

est forcément continue !
La convergence uniforme (partout) est garantie dans le cas suivant:

x(t) continue

Xw)eli < /\X(w)|dw<+oo

La convergence est garantie partout sauf aux points de discontinuités lorsque les trois
conditions de Dirichlet sont satisfaites

z(t)e L1 & / |z(t)| dt < +o0
R
z(t) a un nombre fini de maxima et minima dans tout intervalle fini

x(t) est bornée avec un nombre fini de singularités dans tout intervalle fini
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Sur la notation...
m Electriciens et microtechniciens
+oo ) 1 [t ;
=1 X (w) = / et o alt)=o [ K@) dw
—oo T J-
+oo ) +oo )
w=2mf X(f) :/ z(t)e It At x(t) = X(f)e??mItdf
m Automaticiens
+oo “+oo
Transformation de Laplace X (s) = / r(t)e st dt = / ry (e *tdt
0 — 00
s=jw — X(jw)
m Physiciens
1 [t , I :
i=+/-1 X(w) = Nir /_OO r(t)e ™t dt «  x(t) = Nr /_OO X(w)e™! dw
m Mathématiciens
+oo
i=+v-1 T(w) = / z(t)e ™t dt
4-8
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4.2 PROPRIETES DE BASE

= Linéarité

= Dualité, relations de symétries

= Changement d’échelle

= Translation

= Modulation

= Convolution

= Multiplication et convolution fréquentielle
= Différentiation

= Intégration

= Multiplication par un monéme, moments
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Linéarité
Si n(t) I Xe(w)
Alors Z apTE (t) L Z ar Xk (w)
k k

m Démonstration

Linéarité de I'opérateur d’intégration

m Application pratique
Décomposition en éléments simples

Utilisation des tables de transformation de Fourier
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Dualité

Dualité entre transformation directe et inverse:

Si 2(t) Lo X(w) Foigy o Loy
27

Alors  X(t) < 2rz(-w)

a(t)
lllustration graphique: F X(w)
>
t 2z (—w)
]:'
X(t] — "
Vérification
1 oo jwt F oo —Jjwt
)= [ X@tde LX) :/ 2(t)e=Iet dt
™ J_co —0o0
e [T e s acw) = 2 [ X@etdt = LF (X} @)
x( = ) w)e w z(-w) = o . =5
Echange des symboles ¢ < w
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Relations de symetries
% F %
r(—t)=2"() <— X(~w)=X"(w) Renversement
x(t)* = X(-w)
T=—1
+oo j —o0 ] +oo )
En effet: / (t)e’t dt = / —x(—T1)e 7T dr = / z(—71)e 7T dr = F{z"} (w)

(/:o ej“’tdt> :/_J:Ox(t)*ejwtdtzf{x*}(w)

m Application: relations de parité

rplt) = 5 () +2(—1) Lo Xp(w) = 3 (X(w) + X(~w))
nilt) = 3 @) —a(~1) T Xi(w) = 3 (X (@) - X(~w)
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Symétrie et parité

Signaux complexes pairs ou impairs

z(t) = z1(t) + jza(t) Domaine temporel Domaine fréquentiel
Z(0) = 7, (1) ‘
D <—L>
Réel paire x1(t) — |Rx(w] ——F—
1> 1
. A Ar
Im. paire «—1— «——
zo(t)| —a— |Ix(w)| ———»
D b

Réel impaire x1(t) Rx(w

Im. impaire (1) Ix(w)

Ft

-
e
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Relations de symétries: signaux réels

m Signal réel m Symétrie hermitienne

z(t)=z(t)" <— X(w)=X(-w)" z(t)réel &  X(—w)=X(w)*

Rx(w)+j Ix(w)
~—— S~——
fct paire fct impaire

Jal
&
||

m Décomposition en parties paire et impaire

xp(t) = 1 (x(t) + xz(—t)) AN % (X(w) 4+ X" (w)) = Rx(w) = /_+Oo x(t) cos wt dt

+oo
(X(w) = X" (w)) =jIx(w) = —j/_ z(t) sinwt dt

Do | =

(t) = z,p(—t) F Rx(w) = Rx(-w)
t) = —x;(—t) jIx (w) = —jIx(~w)
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Symétrie et parité (suite)

Signaux réels

Domaine temporel

Domaine fréquentiel

8

i

Réel impaire 21 (t) %I%_. Rx (w)

za(t) 0

2 (1) 0 /x (w)
Réel paire 1 (t) —:E:—> R (w) _:::_.
2 (1) 0 [x(w) 0
0

i

Unser / Signaux et systemes

Changement d’échelle

2(t/a) <= |a|X(aw)

(1)
tZ
©(2t)
-
z(t/2)
VANVAVEN

m Preuve

400 ) —+oo
/ x(t/a)e v dt:/

— "

A LA,

N

z(u)e " |a| du = |a| X (aw)

Changement de variable u = t/a = dt = |a|du
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Translation

a(t—tg) <o eI X (w)

Ax(@) P x(w)

x(t)
N = N, )

.Q?(t - tO Ax(w) q)X(w) — wiy

)
¢ < J& WIS w

m Preuve
+oo ] +oo ] )
/ z(t —tg)e /¥t dt = / z(u)e i@ utto) dy = eI X (W)

. JEaS

Changement de variable u =t — to, dt = du

Unser / Signaux et systemes

Modulation
eIt x(t) RN X(w — wo)

m Preuve

Par dualité

m Application: modulation d’amplitude

e 790ty (t) NN X(w~+ wo)

<ejw0t:r(t) + efjwotx(t)) AN % (X (w—wo) + X(w + wo))

€
v &
—>

Ja

&
NG
-
e
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Convolution

Propriété de convolution de la transformation de Fourier
f
(T1*22) (1) «— Xi(w)Xo(w)

Retard

m Preuve
Fourier inverse/

(1 % 32) (1) = /_ :o 2 (D)ot — 7) dr = /_ :o 1 (r) = /_ :o (XQ(w)ef:T) & dw dr

2

1 +oo +oo ) ) 1 +oo )
= —/ (/ x1(1)e 77 dT) Xo(w)e’* dw = — X1 (w)X2(w)e’" dw

27 J_ o

Condition technique: 1, x2 € L1(R)

Unser / Signaux et systémes 4-19

Multiplication et convolution fréquentielle

m Convolution dans le domaine des fréquences

X1(w), Xo(w): fonctions complexes

+o0 +o00
(X1 % Xo) (w) = X1(§)Xo(w = &) dE = Xi(w =€) Xa(8) dg

— 0 —00

m Relation fondamentale

o (21(t) - 22(t)) <= (X1 * Xo) (w)

Preuve: par dualité

Unser / Signaux et systémes 4-20



Différentiation

%m(t) PN (Jw) X (w) Si lim z(t)=0

t—too

m Effet d’'amplification des hautes fréquences

. X Jjw| |Gw) X ()| = [jw] - [ X (w)]
T, | W X
m Preuve Intégraticin par parties
da +oo da:(t) st —jwt +oo /+oo d(e—jwt)
il = Y eTIw = ‘” — t dt
}“{dt}(w) /oo e = ame | - [ S

+oo .
—0— [T af)(jw)e dt = - X(w)

Hypothese sous-jacente:  lim z(t)=0 = [m(t)e‘j‘“t]:rzoioo =0
Unser / Signaux et systémes 4-21
Intégration
t 400
X
/ z(r)dr < Xw) g X(0) :/ z(t)dt = 0
‘Tw(t)
X(0)=0
tL
/7 x(1)dr
t T X(w)
\/I . Jw
m Preuve Condition pour la validité du résultat:
t
t) = d oo
a(t) /—oo ={r)dr tlil_n g(t) :/ z(t)dt =0 (OK)
gt) — JjwG(w)=X(w) Yoo
L a2 X tl}gloog(t):/_oo () dt=0 = X(0)=0
Jw
4-22
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Intégration (suite)

X(0)#0 y 2(t)

Solution:

t 400
/_ z(r)dr = /_ ut —T)a(r)dr = (urz)(t) < Uw)X(w)

(cf. Tables 4.1, 4.2)
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Multiplication par un monoéme

n F L, d" X (w
t"x(t) J dwgl )

m Preuve: par dualité

m Vérification: cas du 1er ordre

dX(w) . . d Foo —jwt . oo d —Jjwt
R = Iy x(t)e dt—j/_oo x(t)ae dt

— 00

oo ,
. / £(t)(—jt)e I dt = F {t2(t)} (@)

— o0
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Moments
m Moment d’ordre n
m = /+Oo 5 (t) dt

U
fF=7J dw™

w=0
m Cas important: I'intégrale de la fonction

+oo
mgiz/_oo F(t)dt = F(0)

m Justification

d"F(w)
t" f(t "
f(t) 7" o
o d"F(0) too i
s :/_ et
oo w=0
Unser / Signaux et systémes 4-25

Table 4.1 : Propriétés de la transformation de Fourier

o0 )
Opération 1) F(w) = / ft)e7¢tdt

Combinaison linéaire  «ay f1(t) + as fo(t) oy Fi(w) + ag Fr(w)

Dualité F(t) 27 - f(—w)
Renversement @) = f(-t) FY(w) = F(—w)
Complexe conjugué  f*(t) F*(—w)

Dilatation f(t/a) la|F(aw)
Translation f(t—to) F(w)e Iwto
Modulation eIwot £(t) F(w — wp)
Convolution (h* f)(t) H(w)F(w)
Multiplication fi(t) f2(t) % (Fy x Fy) (w)
Différentiation dtiz;gt) (Jw)"F(w)
Intégration /_ ; £(r)dr % + 7 F(0)0(w)
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4.3 FOURIER: SIGNAUX FONDAMENTAUX

= Exponentielle causale décroissante

= Fonctions de la classe de Schwartz

= Relation de Parseval et égalité au sens faible

= Transformation de Fourier au sens des distributions
= Impulsion de Dirac

= Sinusoide complexe

= Saut indiciel

= Fonction SIGN
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Exponentielle causale décroissante

m Transformation de Fourier

1
u(t) - e - , Re(s) <0
Jw — S8
Calcul analytique:
+o00 ‘ est—jwt S 1
F(w) = / eSte ™IVt At = , = - , Re(s) <0
0 §—JW g JW—S

Remarque: wu(t) - €' € Ly si et seulement si Re(s) < 0 (exponentielle décroissante)

Retour en arriére: problématique car F'(w) ¢ L;!

Ce qui s’explique car u(t)e®* n’est pas continue. . .

Unser / Signaux et systémes 4-28



Fonctions de la classe de Schwartz

Cadre classique pour la transformation de Fourier: f(t) € Ly
F: L1 —7

Probleme: la transformation inverse ne converge pas forcément partout (Gibbs)

m Définition d’'un cadre plus restrictif

S: Classe de Schwartz des fonctions «test» réelles a décroissance rapide

m 47 6(t)
dtk

— Fonctions indéfiniment dérivables

13 < Cpr < 400, Vm,keN

pt)eS <«

— Fonctions et dérivées a décroissance plus rapide que 1/t™

Operateur adjoint: F*{¢}(w) £ / o(t)e It dt = F{g}Y (w)
R

Propriété: la transformation de Fourier est un opérateur inversible de S dans S:

1, B _1—i }
VoeS, F{p}eS et gf]:{gb}_qﬁ s F _27r]:

Note: la condition ¢ € S est bien plus restrictive que ¢ € L1; en effet, S C L,

Unser / Signaux et systémes 4-29
Relation de Parseval et convergence faible
+oo
Produit scalaire Ly:  (z,y) = / x(t)y*(t) dt
Relation de Parseval: Yo € S, (z,4) = % (F{z}, F{o})
@™ (t)
. _ i jwt i . i —jwt *
Preuve: (x,¢) = /Ra:(t) (27r /Rcb(w)e] dw> dt = o7 /. </Ra:(t)e J dt) O* (w) dw
Condition technique: x € Ly (R) (Fleh.2)
m Invertibilité de la transformation de Fourier:  ;=F*{-} = F*{-} ?
Test de 'égalité au sens faible: V¢ € S, (z,¢) = (£=F*{X}, )
3 F XY ®* ()
; . 1
Erene = [ (5 [x@erw) ena= L [x@([600a) aw= g Fe)r e
D’ou 'on conclut que:
VoeS, (z,¢)= % (F{z}, F{o}) < %}'*{X} = z (au sens faible)
4-30
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Fourier au sens des distributions

S’: Espace des distributions tempérées (dual de S)

Une distribution 1 € S’ est une fonctionnelle linéaire continue sur S; en d’autres termes,
w est défini par 'ensemble des «produits scalaires»: V¢, € S, (i, ¢;) = a; avec a; € C

Exemple: Vo¢; € S, (5, ¢;) = ¢;(0)

m Transformation de Fourier généralisée

F{u} = [ est la transformation de Fourier de . € S’ au sens des distributions si et
seulement si

1

Vo €S, (u, o) = 5 (i1, F{o}) (généralisation de la propriété de Parseval)

—+o0o

avec F{o}(w) = / p(t)e 7@t dt € S

— 00

m Commentaires
S’ est un espace immensément plus vaste que S ou méme que Lq;eneffet, S € L; C S’
Cette définition est applicable quand I'intégrale de Fourier n’est pas calculable

Unser / Signaux et systémes 4-31

Transformation de Fourier généralisée

m Transformation de Fourier au sens des distributions
Distribution: p € &’

Transformation de Fourier: Vo € S, (u, ¢) = % (F{p}, F{o})

m Propriétés fondamentales

La transformation de Fourier est un opérateur invertible de S’ dans S':

o { Fluyes’ _
Vo ES, (5 F Fluho)=(me) & Fl=gF
Les propriétés fondamentales de la transformation de Fourier classique restent valables:
= dualité, symétrie
= linéarité, translation
= modulation
= changement d’échelle

= différentiation, intégration

Les propriétés de convolution et de multiplication sont aussi valables sous certaines réserves;
par exemple, que I'une des deux distributions soit a support compact.
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Impulsion DELTA de Dirac

m Définition (au sens des distributions)
VoS, (5,0)=¢(0)
+oo

| swet at=o(0)

— o0

Preuve au sens des distributions: V¢ € S

+oo
. , pes = p(t)e i@t dt € S
m Transformation de Fourier /—oo
Y oo jwt _ i
50 o 1 6.0) = 00 = 3= [ #(u)e =
+OO . .
Vérification: / S(t)ei¥tdt = e =1
m Application: remise a I'’échelle de I'impulsion de Dirac
3(t/a) =lal-8(t) < la|-1
Unser / Signaux et systémes 4-33
Sinusoide complexe
m Transformation de Fourier
1 2 278(w) 2m
piwot T, 270 (w — wo) [ .
wo >

Justification:
5() I 1
1 << 2ms(w) (Dualité)

1-ed*0t X 275(w —wp) (Modulation)

Vérification:
1 [T . om .
— 270 (w — wp) e’ dw = =T giwot — giwot
2 J_ o 2m

Unser / Signaux et systémes

Propriété de parité: 6(w) = 6(—w)

(Propriété d’échantillonnage)
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Fonction SIGN

m Définition
-1, t<0
sign(t) =¢ +1, t>0
0, t=0

m Transformation de Fourier

sign(t) <2 lz_j(z)

Jjw w

m Justification

sign(t)
+1

sign(t) = I [fa(t) = fa(—0] 00 fa(t) = ult) -

N

-~

fct impaire fct impaire

=  F{sign(-)} (w) = lim (F,(w) — Fa(—w))

a—0

Unser / Signaux et systemes

Saut indiciel

m Définition

1, t>0
u(t) =
0, t<0

falt) = fal=t) <= Fa(w) = Fa(-w)

1

—a+jw—|—0¢

m Relation avec la fonction SIGN

1 1

m Transformation de Fourier

- 1
u(t) <— 7r(5(w)+j—w

u(t)

Unser / Signaux et systémes

N|—

Lsign(t)
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Train d'impulsions de Dirac

m Définition
st (t) =Y 6(t — kTp)
keZ

m Transformation de Fourier

F 2 2
Zé(t—k‘To) — TOZ(S(w—nTO

keZ

c.a.d. sp,(t) <, Wo * Swe (W)

STO(t)
0 O I
=20y =Ty 0 1Ty 2T1p !
Ty

[ ]

—2wg —wo 0 wo 2wy
Essai de calcul formel Wo = 7
0
+oo
/ 3(t — kTp)e *hdt = / §(t — kTp)e 9@t dt =y e dwhTo
* kez kez keZ
= Y (- k) o Y eT iR =2
keZ kEZ
Unser / Signaux et systémes 4-37
- 'l - L] L]
Train d'impulsions de Dirac (suite)
m Développement en série de Fourier (sens des distributions)
2
Justification: Z d(t — kTy) est Ty-périodique avec wy = T
Ty
keZ
‘ 1 [To/2 ‘ 1
Zé(t — kTy) = chejm"ot ol ¢, =— S(t)e /ot dt = —
k€L ner To J-my/2 To

= Z(st—k’T()

§ :ejnwot
Tp
keZ

nez

Rappel: /™0t «—  276(w — nwp)

Unser / Signaux et systémes

(formule de Poisson)
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Convergence de la série de Fourier

+oo
Z(S(t—kTo):%o > et

kEZ n=-—o0

m Somme partielle

Unser / Signaux et systemes

2N +1
max{dN(t)} = dN(O) = TO
N =25
/
............................... ) ut\vnvnU |
4-39

Table 4.2 : Transformations de Fourier

Unser / Signaux et systemes

+oo
(1) F)= [ s
5(t) 1
1 216 (w)

1
u(t) mo(w) + 7o
Zé(t—kT) wOZcS(w—nwo), w0=2—7r
keZ nez T
sign(t) j%
eJwot 278 (w — wy)
cos(wot) 7 [0(w + wo) + §(w — wo)]
sin(wot) Jm [0(w + wo) — d(w — wo)]
u(t)est jwl— o Re(s) <0

2
e_alt‘ F—:—LCI,Q’ a>0
7 est 1
+n! G Re(s) <0

rect(t/T) T - sinc(wT'/(27))

1 €_t2/202
ov2m

6—02w2/2
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4.4 SERIES DE FOURIER ET PERIODISATION

= |nterprétation des séries de Fourier
= Décalage par convolution
= Convolution avec un peigne de Dirac

= Périodisation et échantillonnage fréquentiel

Unser / Signaux et Systémes

Interprétation des séries de Fourier

m Séries de Fourier d’un signal périodique

- 1 [T - 27
xp(t) = Z Cne?"0 Cn = — xp(t)e "N dt; wy = —
TO 0 TO
neZ
m Transformation de Fourier
efmwot L 9 §(w — nwo) (fonctions de base)

. ]: . s s
g Cpel™0t 9 E cnd(w — nwp) (par linéarité)
nez neZ

2me, _
Spectre de raies

Ll

wo 2(.()0 30)0

Unser / Signaux et systémes
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Décalage par convolution et répétition pondérée

m Convolution avec une impulsion de Dirac décalée

(x*x0(-—to)) (t) = x(t — to)

x(t) 5(t —to) z(t —to)
* =
I/\ AVt ] T Vt I ‘/\ L
to to

m Convolution avec une somme pondérée d'impulsions décalées

<x £ ) and(-— tn)> ()= an(@x6(-—tn)) (t) =) _ana(t—t,) (parlinéarité)

X an(S(t — tn) I (:1: * Z(Lnﬁ(- — tn)> (t)

x(t) 1
/{ o 2 [ 2 L= . !
! t 2a<tt2>l \/

Unser / Signaux et systémes 4-43

Convolution avec un peigne de Dirac

m Peigne de Dirac st ()
st,(t) =Y (t—nTy) T ' T ,
neZ >
—T4 Ty
m Périodisation par répétition .
T
(@ 57,) () = Y a(t —nTp) = x,(t)
nez 1
—1y |/ 1o
1o
Tp (1)
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Synthése de signaux périodiques

m Signal périodique

ﬂfp (t) (t + nT()) \V/’I’L € Z A STO (t)
m Synthése d’un signal périodique 7
xp(t) = (x4 * s7,) Z z4(t —nly) + x4(t)
nez
1 ,
ot
m Signaux générateurs z,(t) L To(t)
= Infinité de solutions
— "t
= Générateurs simples Ty
2,(t), to <t <to+Tp s Tgo (1)
Too(t) = 0, autrement 1 |_|_ |
to | to+T "t
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Périodisation et échantillonnage fréquentiel
m Signal périodique
2(t) = (g % 57,) () avec Tp— 2%
wo
(g * sT,) (1) 7, X4(w) ;WZ(5 (w — nwg) QWZX (nwo)d(w — nwp)
0 nez O nez
m Série de Fourier 4 X, (W)
= Z cnejnwot i) 2 Z cn5(w — nwo)
nez ne’
W
Donc: I\
¢, = %Xg (w) “““ T“ ITO|CH
e e [Py
wo w

Remarque: une alternative efficace au calcul traditionnel!
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4.5 SIGNAUX ET SPECTRES PARTICULIERS

= Signaux de forme rectangulaire
= Fonction SINC

= Signaux de forme triangulaire

= Fonctions « B-spline »

= Signal sinusoidal de durée limitée
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Signaux de forme rectangulaire

m Signal RECT rect(t)
Al
1, —3<t<+j3
rect(t) = { 2 T2 t
0, +5 <[t —1/2 Vo1
1 it 1t ; i .
_% Jw t:—% Jw (W/2)

m Rectangle de largeur T' et hauteur h

X(w)
Tx(t
(1) hT
h t
> _~_ S\ V : /\V/N -
T T ~ \/ \/ w
-5 T3 - sin (wZ) i =
hrect | — —— hT
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Fonction SINC

sin(7rt)

sinc(t) = .
m

sin
=1

sinc(0) = lin%)
u— u

sinc(k) =0, k==+1,42,...

+oo
/ sinc(t) dt = rect(0) = 1

— o0

m Transformation de Fourier

rect(t) - 81?572/)2 ) = sinc (%)
sinc(t) < rect (%)
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Signal rectangulaire périodique
p oolt) = > cnem!

neZ
Ih t
) L R ]
2 T T T 2
< T >
$ x4(t) = hrect (—) L. hTsine (—)
T
I k
e
2 2
1 2T
Cn=20a b, = —X = —
" " T Ion TO g(W) wW=nwo 0 TO
hT nwol hT nT b 0
a, = ——sinc = —sinc | — =
" T() 21 To T() ’ "
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Signal rectangulaire périodique (suite)

\J

Unser / Signaux et systémes 4-51
Signaux de forme triangulaire
xi(t) = { 1—t, |t <1
0, autrement
rect(t) rect(t)
1 Al A1
/I\ 4 = |t * t
—1 ! 1 - 12 "1 12 "1
1 F
, sin(w/2) 2 o (W
tri(t) ( ©/2) ) = sinc <27T)
— . sinc?
h - tri (T) h'T - sinc <27T/T)
x(t) -
h ‘t i w
L ! R T ! -
2T o
T 4-52
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Fonctions "B-spline"

BY(t) = rect(t)
Br(E) = (6771 % 8°) (1) = (B° % -+ B)(2)
— ——

(n + 1) fois

) <2 sinet (%)

"Spline": fonctions polynomiales par morceaux maximalement réguliéres

m Propriétés
= Non-négativité: [3"(t) >0
= Support fini:  [—241 425

= Partition de lunité: x,(t) =Y B"(t+k) =zp(t+1) =1
keZ

1 m=20

1
- X - n+1 _ )
T g(mwo) = sinc”™™ " (m) { 0

)

Justification: x,(t) = Z eme€® ™™ avec o =
meZ

autrement

Unser / Signaux et systemes

Signal sinusoidal de durée limitée

A coswyt
TAd(w + wo) ‘r TAd(w — wp)
t F
— .
i w
X T'sinc (27T/T>
A rect(t/T)
t <i> w
T2 2 «> 27
G
T

x(t) = Acos(wot)rect(t/T)

y
v
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4.6 RELATION DE PARSEVAL

= Relation de Parseval: Cas périodique

= Relation de Parseval: Cas non-périodique
= Transformation de Fourier dans L,

= Hiérarchie des espaces fonctionnels

Unser / Signaux et Systémes

Relations de Parseval: Cas périodique

m Série de Fourier

T
. . 2
xp(t) = Z cpe? 0t Cp = f/o wr(t)e™Im 0t Aty wy = T
nez
m Calcul de I'énergie moyenne

1 T
7| leroF @ =3 e

ne”Z

m Calcul du produit scalaire

yr(t) = 3 dyernn

nez

e . .
7| arwi = rn) o = ¥ ed;

Justification:

Jjmwot _jnwot —
(&m0, M) Lo my = Omen

<1'T,yT> _ <Z Cmejmwot7 Zdnejnwot> _ Z Z Cmd: <ejmw0t7ejnwot> _ Z Cnd:L
—_——

meZ ne”Z MEZ NEZ s neL
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Relation de Parseval: Cas non-périodique

Soit z,y € L1(R) tels que X = F{z},Y = F{y} € L1(R). Alors:
= Les deux intégrales de Fourier (transformations directe et inverse) sont bien définies
X
« 2,y € Ly(R) avec ||, £ / ()t < ”2¢/ 2()|dt < oo.
R m R

1 : 2
En effet, — / X (w)edw > |2(t)] = 1> b
27T R

Z Txis =@l

1124

= (2,900, = 5= (X,Y)r, (Parseval) = X =F{z} € La(R)

En effet, (z,y)z, :/]Ra:(t) <%/D§Y(w)ej“’t dw)*dt: % 5 </Rx(t)e_j°"t dt) Y*(w) dw

Ceci implique que la transformation de Fourier est une /2m-isométrie
F U lze) = WU - llze) € La(R) = @ |- llz.)
ou U ={f:R—=>R tqg. ||z]|, <ocet|F{z}||L, < oo}

... et, par complétion, F : Lo(R) — Lo(R) avec \/%Hf{m}HLQ = ||z||L,
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Transformation de Fourier dans L,(R)

Motivation: symétrisation de la théorie et simplification des conditions de convergence!

+oo
m Produit scalaire Lo(R) :  (z,y) L, :/ x(t)y*(t)dt
+o00 1/2
m Norme Lo(R): ||z||z, = V{z,x) 1, = (/ ()] dt)

m Espace des signaux a énergies finies: Ly(R) = {z(¢),t € R t.q. ||z| L, < +o0}

m Egalité ou équivalence au sens Lo:

+oo
/ lz(t) —y@®))? dt =0 = x(t)=y(t) pp. (presque partout)

— 00

m Transformée de Fourier dans Lo (R): z € Lo(R) < X = F{z} € Ly(R)

m Relation de Parseval: Vz,y € Ly(R)
+o0 Foo
1 2 2 1 2
(@, 9)0, = 52 (X, V)0, = |zllz, = z(8)" dt = —— [ X ()" dw

— 00 27T — OO0
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Hiérarchie des espaces fonctionnels

a0+a1t+a2t2+...
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4.7 CORRELATION; DENSITE SPECTRALE D’ENERGIE

= Densité spectrale d’énergie

= Durée; largeur de bande essentielle
= Fonction d’autocorrélation: définition
= Autocorrélation et densité spectrale
= Spectres d’intercorrélation

= Corrélation et séries de Fourier
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Densité spectrale d’énergie

m Relation de Parseval

l2llZ, = o-IIXIZ, & E= [2(t)]” dt = - X ()] dw
2m oo 2m

m Densité spectrale d’énergie
1
— [X (W)’

2w

—Wo2—W1 Wi W2

m Energie dans une bande de fréquence (cas reel)

1 —w1 w2 w2

1 1
_ 2 21 2
Elwr ws] = Py . | X (w)]* dw + Py | X (w)]* dw = - / | X (w)]? dw

w1 w1
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Durée; largeur de bande essentielle

m Relation de Parseval (cas réel)

oo 2 I 2
ETot:/ 2(t) dt:—/ X (@) dw
0

Lo T

\J

m Durée essentielle

to+% 0
(Te,tg) = arg  min {(T7 to) : / lx(t)]” dt = (1 —¢) - ETot}

T>0,tpER to_%
avec une tolérance 0 < e < 1 1
X @)
5%
w
m Largeur de bande essentielle — g
B,

1 wo+%
(Be,wp) = arg  min {(B,to) : —/ X (w)Pdw=(1—-¢)- ETot}
T S B

B
BER+,wo>E o—B
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Fonction d'autocorrélation: définition

x(t) signal complexe ou réel Renversement: 2V (t) = x(—t)
+oo
Coa(T) = {x(-), (- + 7)) = / )z (t+7)dt = (z¥ * 2*) (1)
Si () réel: co0(1) = (¥ % 2) (7) p o
i t‘
—4 6 .
m Propriétés s Con(T)
= Symétrie paire: ¢, (7) = cpo(—7) -
—10 10 "
= Invariance par translation
y(t) = x(t — to), Caa(T) = cyy(7)
+o0 too
En effet: / x(t—to)x™ (t—to+7)dt = / x(uw)r* (u+7)du = cpp(7)
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Autocorrélation et densité spectrale
C:cx(T) - ('ZCV * .CC*) (T)
Rappel:
Coa(T) < Con(w) = X(—w)X*(—w) = | X(—w)? | () =a(-1) — X(-w)
x* (1) — X*(—w)

Siz(t) réel: | | X (w)]? = Cpo(w)

La densité spectral d’énergie d’'un signal est proportionnelle a la transformée de
Fourier de sa fonction d’autocorrélation: - |X (w)[? = 5= F{czs }(w).

T h2T?

4-64
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Spectres d'intercorrélation

Cay(T) = (Y % y*) (1) Renversement: zV(t) = z(—t)

Coy(T) T Cuylw) = X(~w)Y* (~w)

Cas des signaux réels: X (—w) = X*(w)
Coy(w) = X* (W)Y (w)
Cya(w) = V" (w) X (w)

Spectres d’intercorrélation ("cross-energy spectrum")

+oo +oo
S ey(r) = / Oyt + )t = — [ X (W)Y (@) dw

— o0 27T — 00

Pour 7 = 0, on retrouve la relation de Parseval

1 [t

1 [t
en0) = o m =5 [ X@Y@dw= g [ XY@ decr
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Corrélation et séries de Fourier

, s - 2m
Signal périodique: x(t) = Z Cr€?™0t o = T
nez
Signal de référence:  y(t) = cos(nwot)

m Fonction d’intercorrélation (cas périodique et réel)

1 (T
Cay(T) = (2 (),yC + 7)) 1y = 7 (t) cos (nwo(t + 7)) dt

L2([0,T7) T/o oy (7)
max {cey (1)} = lenls Tope = 7%

Calcul explicite:

1 /7 , . 1 /7 .
Cay(T) = Re <T/o (t)e Imwot+m) dt) = Re (eﬂn“’“ T/o x(t) - e Inewot dt) = |ep| cos(nwoT — @r)

en=lcn|-ei®n

Unser / Signaux et systémes 4-66



4.8 FENETRES DE PONDERATION

= Motivation: phénomene de Gibbs
= Pondération et limitation fréquentielle (filtrage)
= Pondération temporelle

= Fonctions "fenétre"
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Motivation: phénomeéne de Gibbs

m Série de Fourier

+oo
x(t) = Z cp et

n=—oo
m Troncation de la série de Fourier

+N
vt = Y ot
n=—N

m Troncation avec pondération
+N
In(t) = Z En@™0 avec &, = wncy
n=—N
wy,: coefficients de pondération (w,, € R)
Questions

1. Comment évaluer le résultat Zy (t) et l'erreur e(t) = x(t) — Zn(¢)?

2. Comment choisir les «meilleurs» w,,?

Unser / Signaux et systémes
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Exemple: reconstruction d'un signal rectangulaire

T
p > 5
N
~Tp +1
x« 4L L x
I Q Q ) Z
\ —5 5 Demo

Q Q
2 2
t w
IV Y S N Y Y |
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Phénomeéne de Gibbs (suite)

Phénoméne de Gibbs

x(t) = Z cpel"eot A /

nez

Exemle'27T—T
P 7 16

Série tronquée: Iy (t) = Z ¢ efnwot
In|<N

m Evaluation de l'erreur

T
e(t) = x(t) — In(t)
1
2
Ty J_m |€(t>|2 dt = Z |en = 5n’2 + Z len|?  (Parseval)
2 In|<N |n|>N

Lerreur quadratique moyenne est donc minimale pour une fenétre rectangulaire. Par contre,
I'écart maximal reste important méme si I'on élargit la fenétre (phénoméne de Gibbs).

Lécart maximal se réduit lorsqu’on utilise une fenétre triangulaire (de Féjer).

NB. La forme de Zx(t) dépend plus du rapport (2/2)/(27/T) (bande passante relative)
que du nombre de termes dans la série: N = (Q/2)/ (27 /1)
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Limitation et pondération fréquentielle (filtrage)

(1) X (w)
t w
T T
2 2 2
* T
A
2w
Q
t w
0 Q i
2 2
y(t)
Signal filtré:
Q. . w
y(t) — (1- * %SIHC (277/Q>> (t) — X(w) X rect <§>
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Fonctions “fenétre”

m Applications

= Troncation temporelle

xr(t) = wr(t) X z(t) Z, Xr(w) = % (Wr(w) * X) (w)

= Troncation fréquentielle = filtrage

Yo(w) = wo(w) x X(@) o yo(t) = (Wa ) ()

Lobe
principal
Wr(w
wn(®) Wr(w)]
F lob Taux de décroissance
obes toti
secondaires asymplotique
t‘ w
T : 2T
s . T
| Caracterlsthues pr|n0|pales

= Largeur du lobe principal; le plus étroit possible pour 1" donné

= Hauteur relative du lobe secondaire

= Taux de décroissance; d’autant plus rapide que la fenétre est continue

Unser / Signaux et systémes
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Quelques fonctions “fenétre”

- Rectangulaire
Bartlett/Féjer 9 A
Hann
Fenétre de longueur 7' Largeur du Hauteur du pic  Ordre de
lobe principal secondaire décroissance
t ar
R laire:  rect | — il -13.3dB -1
ectangulaire:  rect (T) 7 3.3d O (w™)
2t 8
Bartlett/Féjer:  tri | = — -26.5 dB w™?
artlett/Féjer tu(T) 7 6.5d O (w™?)
1 1 2t 8T _
Hann: 3+ cos <7) T -31.5dB 0 (w™?)
. . 2t 87 =
Hammmg Hamming: 0.54 + 0.46 cos T T -42.7 dB @] (w )
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4.9 LOCALISATION TEMPS-FREQUENCE

= Relation d'échelle: exemples

= Relation d'incertitude L,

= Relation d'incertitude L, (Heisenberq)
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Relation d’échelle: exemples

m Dilatation temporelle

x(%> o T X (Tw)

m Signaux rectangulaires et triangulaires \

y
R — w
A T 2
T
x(t)
1
o — T x7
< > W
21
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Impulsion Gaussienne

1 —t2/2 F —w?/2 1
—€ > [ I
vV 2w b= o
1\ I
—t2/(20?) F —w?/(2B?)
—€ — e
oV 2
Preuve:
2 too .
Gw)=ev/2= / g(t)e I« dt
d 2 -1 d
a4 _ —w?/2 — F LA
3, W) = —we JUw)GW) T j79()
d +oo , -
< 6w) = / (tg)e ™ dt T2 —jtg(t)
Donc, g(t) satisfait 'équation différentielle: &g(t) = —tg(t)

Solution générale: g(t) = Ke=t'/2

+o0
Normalisation: G(0) =1 :/ gt)ydt = K= (2r)"'/?
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Relation d'incertitude L

f(t)
m Durée et largeur de bande équivalentes
g q frnax = f(tO)
400 /4
| @1t =171, = fome At = [f0)] A i t
- At
signaux rectangulaires
équivalents
+oo \ F<w)
| IP@I dw = 1Py, = P A = |Fwn)| A
- Fmax - F(WO)
w
1 >
m Relation d’incertitude Aw
At - Aw > 21
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Relation d'incertitude L, (suite)

Preuve

Pl =| [ N et a < [ il =15 At

F(to)] =

T om 2

[ reeas) < o [T IR dw = o 1P )] A
. o T

Z @l ol

Légalité est atteinte lorsque g = wy =0, f(t) > 0 et F(w) > 0.
Dans ce cas:
400
FO) = [ 1@ dt = |fls = F0)- At

+o0
F0) =5 [ Fe@)dw= g |Flu = 5o PO) A

T on oo 27

= At-Aw=27

Exemples: impulsion gaussienne, B-splines de degrés impairs
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Mesures de dispersion au sens L,

m Dispersion temporelle

A, = (/_:o(t — t0)%p(t) dt>

+oo
to = / tp(t) dt

1/2

m Dispersion fréquentielle

([T

+oo
wo = / wP(w)dw

1/2
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Pseudo-densité de probabilité:

p(t) =
/_ 2(t)[? dt

+oo
avec / p(t)dt =1

=0

Pseudo-densité de probabilité:
2
| X (w)]

/ j X (@)[? dw

+oo
avec / Pw)dw=1

Pw) = >0
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Relation d'incertitude L, (Heisenberg)

m Relation d’incertitude d’'Heisenberg

1
At'Aw>§

avec égalité si et seulementsi z(t) = ae

to, wo ER, be R, acC

m Fonctions de Gabor
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Preuve du principe d'incertitude

Considérons le signal recentré et normalisé

F(t) = 2t +to)e ot a)] ta. [F(E)] =1 Parseval
) +o0 ) ) ) 1 +o00 +oo d 2
A2 = / HEEP dE = Jul? A2 = / jwF ()| dw = / Lrw)| dt = o)
oo 21 J_ oo | dt
Hypothése:  lim If®|Vt=0
Cauchy-Schwarz
+oo +oo d 1
Al = el ol > (w0}l > [Re | [ tf(t)( i) o || =[5 [ e i =
oo =~~~

u
v*

Eneflet: £ LI = LFOF 1) + £ (1) = 2Re (trmi®)
oo 2 2| T oo 2
| tglror a=por - [P a=-
S ——

t=—o00
| —
=0 -1

Egalité stricte de Cauchy-Schwarz:
d 2
lullloll = [, o)l & ZfE) =bEf#) = ) =ac" /2
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